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VETMHP]�VEQT�YT�ERH�XLIR�HIGVIEWI�MX�EKEMR��EPFIMX�QSVI�WPS[P]��;I�GSYPH�IZIR�EPXIVREXI�FIX[IIR�WQEPPIV�ERH�PEVKIV
PIEVRMRK�VEXIW��8LIVI�I\MWXW�E�PEVKI�ZEVMIX]�SJ�WYGL�WGLIHYPIW��*SV�RS[�PIX�YW�JSGYW�SR�PIEVRMRK�VEXI�WGLIHYPIW�JSV�[LMGL
E�GSQTVILIRWMZI�XLISVIXMGEP�EREP]WMW�MW�TSWWMFPI��M�I���SR�PIEVRMRK�VEXIW�MR�E�GSRZI\�WIXXMRK��*SV�KIRIVEP�RSRGSRZI\
TVSFPIQW�MX�MW�ZIV]�HM¨GYPX�XS�SFXEMR�QIERMRKJYP�GSRZIVKIRGI�KYEVERXIIW��WMRGI�MR�KIRIVEP�QMRMQM^MRK�RSRPMRIEV
RSRGSRZI\�TVSFPIQW�MW�24�LEVH��*SV�E�WYVZI]�WII�I�K���XLI�I\GIPPIRX�PIGXYVI�RSXIW�SJ�8MFWLMVERM������

8LI�JSPPS[MRK�MW�STXMSREP�ERH�TVMQEVMP]�WIVZIW�XS�GSRZI]�QSVI�MRXYMXMSR�EFSYX�XLI�TVSFPIQ��;I�PMQMX�SYVWIPZIW�XS�SRI�SJ
XLI�WMQTPIWX�TVSSJW��EW�HIWGVMFIH�F]��GMXI� ��������Ŝ����Ŝɩɥɥɥ ��7MKRM¦GERXP]�QSVI�EHZERGIH�TVSSJ�XIGLRMUYIW�I\MWX�
I�K���[LIRIZIV�XLI�SFNIGXMZI�JYRGXMSR�MW�TEVXMGYPEVP]�[IPP�FILEZIH���GMXI� �����Ŝ�������Ŝ��������Ŝɩɥɥɯ �WLS[�XLEX�JSV
WXVSRKP]�GSRZI\�JYRGXMSRW��M�I���JSV�JYRGXMSRW�XLEX�GER�FI�FSYRHIH�JVSQ�FIPS[�F]� ��MX�MW�TSWWMFPI�XS�QMRMQM^I
XLIQ�MR�E�WQEPP�RYQFIV�SJ�WXITW�[LMPI�HIGVIEWMRK�XLI�PIEVRMRK�VEXI�PMOI� ��9RJSVXYREXIP]�XLMW�GEWI
RIZIV�VIEPP]�SGGYVW�MR�HIIT�PIEVRMRK�ERH�[I�EVI�PIJX�[MXL�E�QYGL�QSVI�WPS[P]�HIGVIEWMRK�VEXI�MR�TVEGXMGI�

'SRWMHIV�XLI�GEWI�[LIVI

-R�TEVXMGYPEV��EWWYQI�XLEX� �MW�HVE[R�JVSQ�WSQI�HMWXVMFYXMSR� �ERH�XLEX� �MW�E�GSRZI\�JYRGXMSR�MR� �JSV�EPP�
��0EWX�HIRSXI�F]

XLI�I\TIGXIH�VMWO�ERH�F]� �MXW�QMRMQYQ�[MXL�VIKEVH�XS� ��0EWX�PIX� �FI�XLI�QMRMQM^IV��[I�EWWYQI�XLEX�MX�I\MWXW
[MXLMR�XLI�HSQEMR�[LMGL� �MW�HI¦RIH
��-R�XLMW�GEWI�[I�GER�XVEGO�XLI�HMWXERGI�FIX[IIR�XLI�GYVVIRX�TEVEQIXIV� �ERH
XLI�VMWO�QMRMQM^IV� �ERH�WII�[LIXLIV�MX�MQTVSZIW�SZIV�XMQI�

8LI�KVEHMIRX� �GER�FI�FSYRHIH�JVSQ�EFSZI�F]�WSQI�0MTWGLMX^�GSRWXERX� ��LIRGI�[I�LEZI�XLEX

;I�EVI�QSWXP]�MRXIVIWXIH�MR�LS[�XLI�HMWXERGI�FIX[IIR� �ERH� �GLERKIW�MR�I\TIGXEXMSR��-R�JEGX��JSV�ER]�WTIGM¦G
WIUYIRGI�SJ�WXITW�XLI�HMWXERGI�QMKLX�[IPP�MRGVIEWI��HITIRHMRK�SR�[LMGLIZIV� �[I�IRGSYRXIV��,IRGI�[I�RIIH�XS
FSYRH�XLI�MRRIV�TVSHYGX��&]�GSRZI\MX]�[I�LEZI�XLEX

9WMRK�FSXL�MRIUYEPMXMIW�ERH�TPYKKMRK�MX�MRXS�XLI�EFSZI�[I�SFXEMR�E�FSYRH�SR�XLI�HMWXERGI�FIX[IIR�TEVEQIXIVW�EX�XMQI�
�EW�JSPPS[W�

8LMW�QIERW�XLEX�[I�QEOI�TVSKVIWW�EW�PSRK�EW�XLI�I\TIGXIH�HMJJIVIRGI�FIX[IIR�GYVVIRX�PSWW�ERH�XLI�STXMQEP�PSWW
SYX[IMKLW� ��7MRGI�XLI�JSVQIV�MW�FSYRH�XS�GSRZIVKI�XS� �MX�JSPPS[W�XLEX�XLI�PIEVRMRK�VEXI� �EPWS�RIIHW�XS�ZERMWL�

2I\X�[I�XEOI�I\TIGXEXMSRW�SZIV�XLMW�I\TVIWWMSR��8LMW�]MIPHW

8LI�PEWX�WXIT�MRZSPZIW�WYQQMRK�SZIV�XLI�MRIUYEPMXMIW�JSV� ��7MRGI�XLI�WYQ�XIPIWGSTIW�ERH�F]�HVSTTMRK
XLI�PS[IV�XIVQ�[I�SFXEMR

2SXI�XLEX�[I�I\TPSMXIH�XLEX� �MW�KMZIR�ERH�XLYW�XLI�I\TIGXEXMSR�GER�FI�HVSTTIH��0EWX�HI¦RI

'SRZIVKIRGI�%REP]WMW�JSV�'SRZI\�3FNIGXMZIW

https://www.stat.cmu.edu/~ryantibs/convexopt-F15/lectures/26-nonconvex.pdf


8LIR�F]�GSRZI\MX]�MX�JSPPS[W�XLEX

4PYKKMRK�XLMW�MRXS�XLI�EFSZI�MRIUYEPMX]�]MIPHW�XLI�FSYRH

,IVI� �MW�E�FSYRH�SR�XLI�HMWXERGI�FIX[IIR�XLI�MRMXMEP�GLSMGI�SJ�TEVEQIXIVW�ERH�XLI�¦REP�SYXGSQI�
-R�WLSVX��XLI�WTIIH�SJ�GSRZIVKIRGI�HITIRHW�SR�LS[�VETMHP]�XLI�PSWW�JYRGXMSR�GLERKIW�ZME�XLI�0MTWGLMX^�GSRWXERX� �ERH
LS[�JEV�E[E]�JVSQ�STXMQEPMX]�XLI�MRMXMEP�ZEPYI�MW� ��2SXI�XLEX�XLI�FSYRH�MW�MR�XIVQW�SJ� �VEXLIV�XLER� ��8LMW�MW�XLI
GEWI�WMRGI� �MW�E�WQSSXLIH�ZIVWMSR�SJ�XLI�STXMQM^EXMSR�TEXL��2S[�PIX�YW�EREP]^I�WSQI�GLSMGIW�JSV� �

/RS[R�8MQI�,SVM^SR��;LIRIZIV� �ERH� �EVI�ORS[R�[I�GER�TMGO� ��8LMW�]MIPHW�EW�YTTIV�FSYRH�
��8LEX�MW��[I�GSRZIVKI�[MXL�VEXI� �XS�XLI�STXMQEP�WSPYXMSR�

9RORS[R�8MQI�,SVM^SR��;LIRIZIV�[I�[ERX�XS�LEZI�E�KSSH�WSPYXMSR�JSV�ER]�XMQI� �[I�GER�TMGO� �
8LMW�GSWXW�YW�ER�I\XVE�PSKEVMXLQMG�JEGXSV�ERH�MX�PIEHW�XS�ER�YTTIV�FSYRH�SJ�XLI�JSVQ� �

2SXI�XLEX�JSV�WXVSRKP]�GSRZI\�PSWWIW� �[I�GER�HIWMKR
IZIR�QSVI�VETMHP]�GSRZIVKMRK�STXMQM^EXMSR�WGLIHYPIW��-R�JEGX��ER�I\TSRIRXMEP�HIGE]�MR� �PIEHW�XS�E�FSYRH�SJ�XLI�JSVQ�

�

7XSGLEWXMG�+VEHMIRXW�ERH�*MRMXI�7EQTPIW

7S�JEV�[I�LEZI�TPE]IH�E�FMX�JEWX�ERH�PSSWI�[LIR�MX�GSQIW�XS�XEPOMRK�EFSYX�WXSGLEWXMG�KVEHMIRX�HIWGIRX��;I�TSWMXIH�XLEX
[I�HVE[�MRWXERGIW� ��X]TMGEPP]�[MXL�PEFIPW� �JVSQ�WSQI�HMWXVMFYXMSR� �ERH�XLEX�[I�YWI�XLMW�XS�YTHEXI�XLI
[IMKLXW� �MR�WSQI�QERRIV��-R�TEVXMGYPEV��JSV�E�¦RMXI�WEQTPI�WM^I�[I�WMQTP]�EVKYIH�XLEX�XLI�HMWGVIXI�HMWXVMFYXMSR�

�EPPS[W�YW�XS�TIVJSVQ�7+(�SZIV�MX�

,S[IZIV��XLMW�MW�RSX�VIEPP]�[LEX�[I�HMH��-R�XLI�XS]�I\EQTPIW�MR�XLI�GYVVIRX�WIGXMSR�[I�WMQTP]�EHHIH�RSMWI�XS�ER
SXLIV[MWI�RSR�WXSGLEWXMG�KVEHMIRX��M�I���[I�TVIXIRHIH�XS�LEZI�TEMVW� ��-X�XYVRW�SYX�XLEX�XLMW�MW�NYWXM¦IH�LIVI��WII
XLI�I\IVGMWIW�JSV�E�HIXEMPIH�HMWGYWWMSR
��1SVI�XVSYFPMRK�MW�XLEX�MR�EPP�TVIZMSYW�HMWGYWWMSRW�[I�GPIEVP]�HMH�RSX�HS�XLMW�
-RWXIEH�[I�MXIVEXIH�SZIV�EPP�MRWXERGIW�I\EGXP]�SRGI��8S�WII�[L]�XLMW�MW�TVIJIVEFPI�GSRWMHIV�XLI�GSRZIVWI��REQIP]�XLEX�[I
EVI�WEQTPMRK� �SFWIVZEXMSRW�JVSQ�XLI�HMWGVIXI�HMWXVMFYXMSR�[MXL�VITPEGIQIRX��8LI�TVSFEFMPMX]�SJ�GLSSWMRK�ER�IPIQIRX�
EX�VERHSQ�MW� ��8LYW�XS�GLSSWI�MX�EX�PIEWX�SRGI�MW

%�WMQMPEV�VIEWSRMRK�WLS[W�XLEX�XLI�TVSFEFMPMX]�SJ�TMGOMRK�E�WEQTPI�I\EGXP]�SRGI�MW�KMZIR�F]�
��8LMW�PIEHW�XS�ER�MRGVIEWIH�ZEVMERGI�ERH�HIGVIEWIH

HEXE�I¨GMIRG]�VIPEXMZI�XS�WEQTPMRK�[MXLSYX�VITPEGIQIRX��,IRGI��MR�TVEGXMGI�[I�TIVJSVQ�XLI�PEXXIV��ERH�XLMW�MW�XLI
HIJEYPX�GLSMGI�XLVSYKLSYX�XLMW�FSSO
��0EWX�RSXI�XLEX�VITIEXIH�TEWWIW�XLVSYKL�XLI�HEXEWIX�XVEZIVWI�MX�MR�E�HMJJIVIRX
VERHSQ�SVHIV�

7YQQEV]

*SV�GSRZI\�TVSFPIQW�[I�GER�TVSZI�XLEX�JSV�E�[MHI�GLSMGI�SJ�PIEVRMRK�VEXIW�7XSGLEWXMG�+VEHMIRX�(IWGIRX�[MPP
GSRZIVKI�XS�XLI�STXMQEP�WSPYXMSR�
*SV�HIIT�PIEVRMRK�XLMW�MW�KIRIVEPP]�RSX�XLI�GEWI��,S[IZIV��XLI�EREP]WMW�SJ�GSRZI\�TVSFPIQW�KMZIW�YW�YWIJYP�MRWMKLX
MRXS�LS[�XS�ETTVSEGL�STXMQM^EXMSR��REQIP]�XS�VIHYGI�XLI�PIEVRMRK�VEXI�TVSKVIWWMZIP]��EPFIMX�RSX�XSS�UYMGOP]�
4VSFPIQW�SGGYV�[LIR�XLI�PIEVRMRK�VEXI�MW�XSS�WQEPP�SV�XSS�PEVKI��-R�TVEGXMGI�E�WYMXEFPI�PIEVRMRK�VEXI�MW�SJXIR�JSYRH
SRP]�EJXIV�QYPXMTPI�I\TIVMQIRXW�



;LIR�XLIVI�EVI�QSVI�I\EQTPIW�MR�XLI�XVEMRMRK�HEXEWIX��MX�GSWXW�QSVI�XS�GSQTYXI�IEGL�MXIVEXMSR�JSV�KVEHMIRX
HIWGIRX��WS�7+(�MW�TVIJIVVIH�MR�XLIWI�GEWIW�
3TXMQEPMX]�KYEVERXIIW�JSV�7+(�EVI�MR�KIRIVEP�RSX�EZEMPEFPI�MR�RSRGSRZI\�GEWIW�WMRGI�XLI�RYQFIV�SJ�PSGEP�QMRMQE
XLEX�VIUYMVI�GLIGOMRK�QMKLX�[IPP�FI�I\TSRIRXMEP�

1MRMFEXGL�WXSGLEWXMG�KVEHMIRX�HIWGIRX

7S�JEV�[I�IRGSYRXIVIH�X[S�I\XVIQIW�MR�XLI�ETTVSEGL�XS�KVEHMIRX�FEWIH�PIEVRMRK��:ERMPPE�KVEHMIRX�HIWGIRX�YWIW�XLI�JYPP
HEXEWIX�XS�GSQTYXI�KVEHMIRXW�ERH�XS�YTHEXI�TEVEQIXIVW��SRI�TEWW�EX�E�XMQI��'SRZIVWIP]�WXSGLEWXMG�KVEHMIRX�HIWGIRX
TVSGIWWIW�SRI�SFWIVZEXMSR�EX�E�XMQI�XS�QEOI�TVSKVIWW��)EGL�SJ�XLIQ�LEW�MXW�S[R�HVE[FEGOW��+VEHMIRX�(IWGIRX�MW�RSX
TEVXMGYPEVP]�HEXE�I¨GMIRX�[LIRIZIV�HEXE�MW�ZIV]�WMQMPEV��7XSGLEWXMG�+VEHMIRX�(IWGIRX�MW�RSX�TEVXMGYPEVP]�GSQTYXEXMSREPP]
I¨GMIRX�WMRGI�'49W�ERH�+49W�GERRSX�I\TPSMX�XLI�JYPP�TS[IV�SJ�ZIGXSVM^EXMSR��8LMW�WYKKIWXW�XLEX�XLIVI�QMKLX�FI�E�LETT]
QIHMYQ��ERH�MR�JEGX��XLEX�W�[LEX�[I�LEZI�FIIR�YWMRK�WS�JEV�MR�XLI�I\EQTPIW�[I�HMWGYWWIH�

%X�XLI�LIEVX�SJ�XLI�HIGMWMSR�XS�YWI�QMRMFEXGLIW�MW�GSQTYXEXMSREP�I¨GMIRG]��8LMW�MW�QSWX�IEWMP]�YRHIVWXSSH�[LIR
GSRWMHIVMRK�TEVEPPIPM^EXMSR�XS�QYPXMTPI�+49W�ERH�QYPXMTPI�WIVZIVW��-R�XLMW�GEWI�[I�RIIH�XS�WIRH�EX�PIEWX�SRI�MQEKI�XS
IEGL�+49��;MXL���+49W�TIV�WIVZIV�ERH����WIVZIVW�[I�EPVIEH]�EVVMZI�EX�E�QMRMFEXGL�WM^I�SJ�����

8LMRKW�EVI�E�FMX�QSVI�WYFXPI�[LIR�MX�GSQIW�XS�WMRKPI�+49W�SV�IZIR�'49W��8LIWI�HIZMGIW�LEZI�QYPXMTPI�X]TIW�SJ
QIQSV]��SJXIR�QYPXMTPI�X]TI�SJ�GSQTYXI�YRMXW�ERH�HMJJIVIRX�FERH[MHXL�GSRWXVEMRXW�FIX[IIR�XLIQ��*SV�MRWXERGI��E�'49
LEW�E�WQEPP�RYQFIV�SJ�VIKMWXIVW�ERH�XLIR�0���0��ERH�MR�WSQI�GEWIW�IZIR�0��GEGLI��[LMGL�MW�WLEVIH�FIX[IIR�XLI
HMJJIVIRX�TVSGIWWSV�GSVIW
��8LIWI�GEGLIW�EVI�SJ�MRGVIEWMRK�WM^I�ERH�PEXIRG]��ERH�EX�XLI�WEQI�XMQI�XLI]�EVI�SJ
HIGVIEWMRK�FERH[MHXL
��7Y¨GI�MX�XS�WE]��XLI�TVSGIWWSV�MW�GETEFPI�SJ�TIVJSVQMRK�QER]�QSVI�STIVEXMSRW�XLER�[LEX�XLI
QEMR�QIQSV]�MRXIVJEGI�MW�EFPI�XS�TVSZMHI�

%��+,^�'49�[MXL����GSVIW�ERH�%:<�����ZIGXSVM^EXMSR�GER�TVSGIWW�YT�XS� �F]XIW�TIV
WIGSRH��8LI�GETEFMPMX]�SJ�+49W�IEWMP]�I\GIIHW�XLMW�RYQFIV�F]�E�JEGXSV�SJ������3R�XLI�SXLIV�LERH��E�QMHVERKI
WIVZIV�TVSGIWWSV�QMKLX�RSX�LEZI�QYGL�QSVI�XLER�����+&�W�FERH[MHXL��M�I���PIWW�XLER�SRI�XIRXL�SJ�[LEX�[SYPH�FI
VIUYMVIH�XS�OIIT�XLI�TVSGIWWSV�JIH��8S�QEOI�QEXXIVW�[SVWI��RSX�EPP�QIQSV]�EGGIWW�MW�GVIEXIH�IUYEP��¦VWX�
QIQSV]�MRXIVJEGIW�EVI�X]TMGEPP]����FMX�[MHI�SV�[MHIV��I�K���SR�+49W�YT�XS�����FMX
��LIRGI�VIEHMRK�E�WMRKPI�F]XI
MRGYVW�XLI�GSWX�SJ�E�QYGL�[MHIV�EGGIWW�
8LIVI�MW�WMKRM¦GERX�SZIVLIEH�JSV�XLI�¦VWX�EGGIWW�[LIVIEW�WIUYIRXMEP�EGGIWW�MW�VIPEXMZIP]�GLIET��XLMW�MW�SJXIR
GEPPIH�E�FYVWX�VIEH
��8LIVI�EVI�QER]�QSVI�XLMRKW�XS�OIIT�MR�QMRH��WYGL�EW�GEGLMRK�[LIR�[I�LEZI�QYPXMTPI
WSGOIXW��GLMTPIXW�ERH�SXLIV�WXVYGXYVIW��%�HIXEMPIH�HMWGYWWMSR�SJ�XLMW�MW�FI]SRH�XLI�WGSTI�SJ�XLMW�WIGXMSR��7II�I�K��
XLMW�;MOMTIHME�EVXMGPI�JSV�E�QSVI�MR�HITXL�HMWGYWWMSR�

8LI�[E]�XS�EPPIZMEXI�XLIWI�GSRWXVEMRXW�MW�XS�YWI�E�LMIVEVGL]�SJ�'49�GEGLIW�[LMGL�EVI�EGXYEPP]�JEWX�IRSYKL�XS�WYTTP]�XLI
TVSGIWWSV�[MXL�HEXE��8LMW�MW�XLI�HVMZMRK�JSVGI�FILMRH�FEXGLMRK�MR�HIIT�PIEVRMRK��8S�OIIT�QEXXIVW�WMQTPI��GSRWMHIV
QEXVM\�QEXVM\�QYPXMTPMGEXMSR��WE]� ��;I�LEZI�E�RYQFIV�SJ�STXMSRW�JSV�GEPGYPEXMRK� ��*SV�MRWXERGI�[I�GSYPH�XV]
XLI�JSPPS[MRK�

���;I�GSYPH�GSQTYXI� ��M�I���[I�GSYPH�GSQTYXI�MX�IPIQIRX[MWI�F]�QIERW�SJ�HSX�TVSHYGXW�

���;I�GSYPH�GSQTYXI� ��M�I���[I�GSYPH�GSQTYXI�MX�SRI�GSPYQR�EX�E�XMQI��0MOI[MWI�[I�GSYPH�GSQTYXI�

SRI�VS[� �EX�E�XMQI�
���;I�GSYPH�WMQTP]�GSQTYXI� �
���;I�GSYPH�FVIEO� �ERH� �MRXS�WQEPPIV�FPSGO�QEXVMGIW�ERH�GSQTYXI� �SRI�FPSGO�EX�E�XMQI�

-J�[I�JSPPS[�XLI�¦VWX�STXMSR��[I�[MPP�RIIH�XS�GST]�SRI�VS[�ERH�SRI�GSPYQR�ZIGXSV�MRXS�XLI�'49�IEGL�XMQI�[I�[ERX�XS
GSQTYXI�ER�IPIQIRX� ��)ZIR�[SVWI��HYI�XS�XLI�JEGX�XLEX�QEXVM\�IPIQIRXW�EVI�EPMKRIH�WIUYIRXMEPP]�[I�EVI�XLYW

:IGXSVM^EXMSR�ERH�'EGLIW

https://en.wikipedia.org/wiki/Cache_hierarchy


VIUYMVIH�XS�EGGIWW�QER]�HMWNSMRX�PSGEXMSRW�JSV�SRI�SJ�XLI�X[S�ZIGXSVW�EW�[I�VIEH�XLIQ�JVSQ�QIQSV]��8LI�WIGSRH
STXMSR�MW�QYGL�QSVI�JEZSVEFPI��-R�MX��[I�EVI�EFPI�XS�OIIT�XLI�GSPYQR�ZIGXSV� �MR�XLI�'49�GEGLI�[LMPI�[I�OIIT�SR
XVEZIVWMRK�XLVSYKL� ��8LMW�LEPZIW�XLI�QIQSV]�FERH[MHXL�VIUYMVIQIRX�[MXL�GSVVIWTSRHMRKP]�JEWXIV�EGGIWW��3J�GSYVWI�
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-R�XLI�TEWX�[I�XSSO�MX�JSV�KVERXIH�XLEX�[I�[SYPH�VIEH�QMRMFEXGLIW�SJ�HEXE�VEXLIV�XLER�WMRKPI�SFWIVZEXMSRW�XS�YTHEXI
TEVEQIXIVW��;I�RS[�KMZI�E�FVMIJ�NYWXM¦GEXMSR�JSV�MX��4VSGIWWMRK�WMRKPI�SFWIVZEXMSRW�VIUYMVIW�YW�XS�TIVJSVQ�QER]�WMRKPI
QEXVM\�ZIGXSV��SV�IZIR�ZIGXSV�ZIGXSV
�QYPXMTPMGEXMSRW��[LMGL�MW�UYMXI�I\TIRWMZI�ERH�[LMGL�MRGYVW�E�WMKRM¦GERX�SZIVLIEH
SR�FILEPJ�SJ�XLI�YRHIVP]MRK�HIIT�PIEVRMRK�JVEQI[SVO��8LMW�ETTPMIW�FSXL�XS�IZEPYEXMRK�E�RIX[SVO�[LIR�ETTPMIH�XS�HEXE
�SJXIR�VIJIVVIH�XS�EW�MRJIVIRGI
�ERH�[LIR�GSQTYXMRK�KVEHMIRXW�XS�YTHEXI�TEVEQIXIVW��8LEX�MW��XLMW�ETTPMIW�[LIRIZIV�[I
TIVJSVQ� �[LIVI

;I�GER�MRGVIEWI�XLI�GSQTYXEXMSREP�I¨GMIRG]�SJ�XLMW�STIVEXMSR�F]�ETTP]MRK�MX�XS�E�QMRMFEXGL�SJ�SFWIVZEXMSRW�EX�E�XMQI�
8LEX�MW��[I�VITPEGI�XLI�KVEHMIRX� �SZIV�E�WMRKPI�SFWIVZEXMSR�F]�SRI�SZIV�E�WQEPP�FEXGL

0IX�YW�WII�[LEX�XLMW�HSIW�XS�XLI�WXEXMWXMGEP�TVSTIVXMIW�SJ� ��WMRGI�FSXL� �ERH�EPWS�EPP�IPIQIRXW�SJ�XLI�QMRMFEXGL� �EVI
HVE[R�YRMJSVQP]�EX�VERHSQ�JVSQ�XLI�XVEMRMRK�WIX��XLI�I\TIGXEXMSR�SJ�XLI�KVEHMIRX�VIQEMRW�YRGLERKIH��8LI�ZEVMERGI��SR
XLI�SXLIV�LERH��MW�VIHYGIH�WMKRM¦GERXP]��7MRGI�XLI�QMRMFEXGL�KVEHMIRX�MW�GSQTSWIH�SJ� �MRHITIRHIRX�KVEHMIRXW

[LMGL�EVI�FIMRK�EZIVEKIH��MXW�WXERHEVH�HIZMEXMSR�MW�VIHYGIH�F]�E�JEGXSV�SJ� ��8LMW��F]�MXWIPJ��MW�E�KSSH�XLMRK��WMRGI�MX
QIERW�XLEX�XLI�YTHEXIW�EVI�QSVI�VIPMEFP]�EPMKRIH�[MXL�XLI�JYPP�KVEHMIRX�

2EMZIP]�XLMW�[SYPH�MRHMGEXI�XLEX�GLSSWMRK�E�PEVKI�QMRMFEXGL� �[SYPH�FI�YRMZIVWEPP]�HIWMVEFPI��%PEW��EJXIV�WSQI�TSMRX�
XLI�EHHMXMSREP�VIHYGXMSR�MR�WXERHEVH�HIZMEXMSR�MW�QMRMQEP�[LIR�GSQTEVIH�XS�XLI�PMRIEV�MRGVIEWI�MR�GSQTYXEXMSREP�GSWX�
-R�TVEGXMGI�[I�TMGO�E�QMRMFEXGL�XLEX�MW�PEVKI�IRSYKL�XS�SJJIV�KSSH�GSQTYXEXMSREP�I¨GMIRG]�[LMPI�WXMPP�¦XXMRK�MRXS�XLI
QIQSV]�SJ�E�+49��8S�MPPYWXVEXI�XLI�WEZMRKW�PIX�YW�LEZI�E�PSSO�EX�WSQI�GSHI��-R�MX�[I�TIVJSVQ�XLI�WEQI�QEXVM\�QEXVM\
QYPXMTPMGEXMSR��FYX�XLMW�XMQI�FVSOIR�YT�MRXS��QMRMFEXGLIW��SJ����GSPYQRW�EX�E�XMQI�
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%W�[I�GER�WII��XLI�GSQTYXEXMSR�SR�XLI�QMRMFEXGL�MW�IWWIRXMEPP]�EW�I¨GMIRX�EW�SR�XLI�JYPP�QEXVM\��%�[SVH�SJ�GEYXMSR�MW�MR
SVHIV��-R�QMRMFEXGL�7+(�[I�YWIH�E�X]TI�SJ�VIKYPEVM^EXMSR�XLEX�[EW�LIEZMP]�HITIRHIRX�SR�XLI�EQSYRX�SJ�ZEVMERGI�MR�E
QMRMFEXGL��%W�[I�MRGVIEWI�XLI�PEXXIV��XLI�ZEVMERGI�HIGVIEWIW�ERH�[MXL�MX�XLI�FIRI¦X�SJ�XLI�RSMWI�MRNIGXMSR�HYI�XS�FEXGL
RSVQEPM^EXMSR�

0IX�YW�LEZI�E�PSSO�EX�LS[�QMRMFEXGLIW�EVI�I¨GMIRXP]�KIRIVEXIH�JVSQ�HEXE��-R�XLI�JSPPS[MRK�[I�YWI�E�HEXEWIX�HIZIPSTIH
F]�2%7%�XS�XIWX�XLI�[MRK�RSMWI�JVSQ�HMJJIVIRX�EMVGVEJX�XS�GSQTEVI�XLIWI�STXMQM^EXMSR�EPKSVMXLQW��*SV�GSRZIRMIRGI�[I
SRP]�YWI�XLI�¦VWX� �I\EQTPIW��8LI�HEXE�MW�[LMXIRIH�JSV�TVITVSGIWWMRK��M�I���[I�VIQSZI�XLI�QIER�ERH�VIWGEPI�XLI
ZEVMERGI�XS� �TIV�GSSVHMREXI�

6IEHMRK�XLI�(EXEWIX

�$WEZI��MW�RSX�ER�EPPS[IH�ERRSXEXMSR���EPPS[IH�ZEPYIWɨ ɤɒ����

https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Airfoil+Self-Noise
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QSVI�KIRIVEP�MQTPIQIRXEXMSR��*SV�GSRZIRMIRGI�MX�LEW�XLI�WEQI�GEPP�WMKREXYVI�EW�XLI�SXLIV�STXMQM^EXMSR�EPKSVMXLQW
MRXVSHYGIH�PEXIV�MR�XLMW�GLETXIV��7TIGM¦GEPP]��[I�EHH�XLI�WXEXYW�MRTYX� ������ �ERH�TPEGI�XLI�L]TIVTEVEQIXIV�MR�HMGXMSREV]
����������� ��-R�EHHMXMSR��[I�[MPP�EZIVEKI�XLI�PSWW�SJ�IEGL�QMRMFEXGL�I\EQTPI�MR�XLI�XVEMRMRK�JYRGXMSR��WS�XLI�KVEHMIRX�MR
XLI�STXMQM^EXMSR�EPKSVMXLQ�HSIW�RSX�RIIH�XS�FI�HMZMHIH�F]�XLI�FEXGL�WM^I�
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�EPFIMX�WQEPP
�PIEVRMRK�VEXI��-R�7+(��XLI�QSHIP�TEVEQIXIVW�EVI�YTHEXIH�[LIRIZIV�ER�I\EQTPI�MW�TVSGIWWIH��-R�SYV�GEWI
XLMW�EQSYRXW�XS������YTHEXIW�TIV�ITSGL��%W�[I�GER�WII��XLI�HIGPMRI�MR�XLI�ZEPYI�SJ�XLI�SFNIGXMZI�JYRGXMSR�WPS[W�HS[R
EJXIV�SRI�ITSGL��%PXLSYKL�FSXL�XLI�TVSGIHYVIW�TVSGIWWIH������I\EQTPIW�[MXLMR�SRI�ITSGL��7+(�GSRWYQIW�QSVI�XMQI
XLER�KVEHMIRX�HIWGIRX�MR�SYV�I\TIVMQIRX��8LMW�MW�FIGEYWI�7+(�YTHEXIH�XLI�TEVEQIXIVW�QSVI�JVIUYIRXP]�ERH�WMRGI�MX�MW
PIWW�I¨GMIRX�XS�TVSGIWW�WMRKPI�SFWIVZEXMSRW�SRI�EX�E�XMQI�
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2S[�[I�GER�GSQTEVI�XLI�XMQI�ZW��PSWW�JSV�XLI�TVIZMSYW�JSYV�I\TIVMQIRXW��%W�GER�FI�WIIR��EPXLSYKL�7+(�GSRZIVKIW
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IEGL�WXIT�[MXL� ��M�I��
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����������� �HMGXMSREV]��&I]SRH�XLEX�EPP�MW�WXVEMKLXJSV[EVH�

-QTPIQIRXEXMSR

��ɨ�
��ɩ�
��ɪ�
��ɫ�
��ɬ�
��ɭ�
��ɮ�
��ɯ�
��ɰ�
�ɨɥ�
�ɨɨ�
�ɨɩ�
�ɨɪ�
�ɨɫ�
�ɨɬ�
�ɨɭ�
�ɨɮ�
�ɨɯ�
�ɨɰ�
�ɩɥ�
�ɩɨ�

ʩ������������������
������ɩ�������������������ɩ��
�������������
�
��������ɏ����ɏ������ſ�������ɏ���ƀś�
�����ɏ�ř��ɏ��ʰ������Ŝ�����ſſ�������ɏ���ř�ɨƀƀř������Ŝ�����ſɨƀ�
�����ɏ�ř��ɏ��ʰ������Ŝ�����ſſ�������ɏ���ř�ɨƀƀř������Ŝ�����ſɨƀ�
�����������ſſ�ɏ�ř��ɏ�ƀř�ſ�ɏ�ř��ɏ�ƀƀ�
�
��������ſ������ř�������ř������������ƀś�
��������ɨř�����ɩř�����ʰ�ɥŜɰř�ɥŜɰɰɰř�ɨ�Şɭ�
���������ř�ſ�ř��ƀ�������ſ������ř�������ƀś�
������������������Ŝ��ɏ����ſƀś�
�������������ƃśƄ�ʰ�����ɨ�Ƌ���ʫ�ſɨ�Ş�����ɨƀ�Ƌ��Ŝ�����
�������������ƃśƄ�ʰ�����ɩ�Ƌ���ʫ�ſɨ�Ş�����ɩƀ�Ƌ������Ŝ������ſ�Ŝ����ƀ�
�������������ɏ����ɏ�����ʰ���ŵ�ſɨ�Ş�����ɨ�ƋƋ������������ƃɐ�ɐƄƀ�
�������������ɏ����ɏ�����ʰ���ŵ�ſɨ�Ş�����ɩ�ƋƋ������������ƃɐ�ɐƄƀ�
�������������ƃśƄ�Şʰ������������ƃɐ��ɐƄ�Ƌ��ɏ����ɏ�����ŵ�ſ�����Ŝ����ſ�ɏ����ɏ����ƀ�
�������������������������������������������������������ʫ����ƀ�
���������Ŝ����Ŝ����Ŝ����ɏſƀ�
���������������ƃɐ�ɐƄ�ʫʰ�ɨ�

;I�EVI�VIEH]�XS�YWI�%HEQ�XS�XVEMR�XLI�QSHIP��;I�YWI�E�PIEVRMRK�VEXI�SJ� �

ɨ
ɩ
ɪ

����ɏ����ř��������ɏ����ʰ��ɩ�Ŝ���ɏ����ɏ��ɨɨſ�����ɏ����ʰɨɥƀ
�ɩ�Ŝ�����ɏ��ɨɨſ����ř�����ɏ����ɏ������ſ�������ɏ���ƀř
���������������Ƈɐ��ɐś�ɥŜɥɨř�ɐ�ɐś�ɨƈř�����ɏ����ř��������ɏ���ƀŚ

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov

Daniil Merkulov



����ś�ɥŜɩɫɬř�ɥŜɥɩɨ����ŵ������

%�QSVI�GSRGMWI�MQTPIQIRXEXMSR�MW�WXVEMKLXJSV[EVH�WMRGI� ���� �MW�SRI�SJ�XLI�EPKSVMXLQW�TVSZMHIH�EW�TEVX�SJ�XLI�+PYSR
������� �STXMQM^EXMSR�PMFVEV]��,IRGI�[I�SRP]�RIIH�XS�TEWW�GSR¦KYVEXMSR�TEVEQIXIVW�JSV�ER�MQTPIQIRXEXMSR�MR�+PYSR�

����ś�ɥŜɩɫɭř�ɥŜɥɨɰ����ŵ������

ɨ
ɩ

��������ʰ������Ŝ�����Ŝ����
�ɩ�Ŝ�����ɏ�������ɏ��ɨɨſ�������ř�Ƈɐ��ɐś�ɥŜɥɨƈř�����ɏ����ƀ

3RI�SJ�XLI�TVSFPIQW�SJ�%HEQ�MW�XLEX�MX�GER�JEMP�XS�GSRZIVKI�IZIR�MR�GSRZI\�WIXXMRKW�[LIR�XLI�WIGSRH�QSQIRX�IWXMQEXI
MR� �FPS[W�YT��%W�E�¦\��GMXI� ������Ŝ�����Ŝ������Ŝ��Ŝɩɥɨɯ �TVSTSWIH�E�VI¦RIH�YTHEXI��ERH�MRMXMEPM^EXMSR
�JSV� ��8S
YRHIVWXERH�[LEX�W�KSMRK�SR��PIX�YW�VI[VMXI�XLI�%HEQ�YTHEXI�EW�JSPPS[W�

;LIRIZIV� �LEW�LMKL�ZEVMERGI�SV�YTHEXIW�EVI�WTEVWI�� �QMKLX�JSVKIX�TEWX�ZEPYIW�XSS�UYMGOP]��%�TSWWMFPI�¦\�JSV�XLMW�MW
XS�VITPEGI� �F]� ��2S[�XLI�QEKRMXYHI�SJ�XLI�YTHEXI�RS�PSRKIV�HITIRHW�SR�XLI�EQSYRX
SJ�HIZMEXMSR��8LMW�]MIPHW�XLI�=SKM�YTHEXIW

8LI�EYXLSVW�JYVXLIVQSVI�EHZMWI�XS�MRMXMEPM^I�XLI�QSQIRXYQ�SR�E�PEVKIV�MRMXMEP�FEXGL�VEXLIV�XLER�NYWX�MRMXMEP�TSMRX[MWI
IWXMQEXI��;I�SQMX�XLI�HIXEMPW�WMRGI�XLI]�EVI�RSX�QEXIVMEP�XS�XLI�HMWGYWWMSR�ERH�WMRGI�IZIR�[MXLSYX�XLMW�GSRZIVKIRGI
VIQEMRW�TVIXX]�KSSH�

=SKM

ɨ
ɩ
ɪ
ɫ
ɬ
ɭ
ɮ
ɯ
ɰ

ɨɥ
ɨɨ
ɨɩ

��������ſ������ř�������ř������������ƀś
��������ɨř�����ɩř�����ʰ�ɥŜɰř�ɥŜɰɰɰř�ɨ�Şɪ
���������ř�ſ�ř��ƀ�������ſ������ř�������ƀś
������������������Ŝ��ɏ����ſƀś
�������������ƃśƄ�ʰ�����ɨ�Ƌ���ʫ�ſɨ�Ş�����ɨƀ�Ƌ��Ŝ����
�������������ƃśƄ�ʰ���ʫ�ſɨ�Ş�����ɩƀ�Ƌ������Ŝ����ſ
���������������������Ŝ������ſ�Ŝ����ƀ�Ş��ƀ�Ƌ������Ŝ������ſ�Ŝ����ƀ
�������������ɏ����ɏ�����ʰ���ŵ�ſɨ�Ş�����ɨ�ƋƋ������������ƃɐ�ɐƄƀ
�������������ɏ����ɏ�����ʰ���ŵ�ſɨ�Ş�����ɩ�ƋƋ������������ƃɐ�ɐƄƀ
�������������ƃśƄ�Şʰ������������ƃɐ��ɐƄ�Ƌ��ɏ����ɏ�����ŵ�ſ�����Ŝ����ſ�ɏ����ɏ����ƀ
�������������������������������������������������������ʫ����ƀ

� � � ſƀ



����ś�ɥŜɩɫɫř�ɥŜɥɩɩ����ŵ������

ɨɩ
ɨɪ
ɨɫ
ɨɬ
ɨɭ
ɨɮ

���������Ŝ����Ŝ����Ŝ����ɏſƀ
���������������ƃɐ�ɐƄ�ʫʰ�ɨ

����ɏ����ř��������ɏ����ʰ��ɩ�Ŝ���ɏ����ɏ��ɨɨſ�����ɏ����ʰɨɥƀ
�ɩ�Ŝ�����ɏ��ɨɨſ����ř�����ɏ����ɏ������ſ�������ɏ���ƀř
���������������Ƈɐ��ɐś�ɥŜɥɨř�ɐ�ɐś�ɨƈř�����ɏ����ř��������ɏ���ƀŚ

%HEQ�GSQFMRIW�JIEXYVIW�SJ�QER]�STXMQM^EXMSR�EPKSVMXLQW�MRXS�E�JEMVP]�VSFYWX�YTHEXI�VYPI�
'VIEXIH�SR�XLI�FEWMW�SJ�6174VST��%HEQ�EPWS�YWIW�);1%�SR�XLI�QMRMFEXGL�WXSGLEWXMG�KVEHMIRX�
%HEQ�YWIW�FMEW�GSVVIGXMSR�XS�EHNYWX�JSV�E�WPS[�WXEVXYT�[LIR�IWXMQEXMRK�QSQIRXYQ�ERH�E�WIGSRH�QSQIRX�
*SV�KVEHMIRXW�[MXL�WMKRM¦GERX�ZEVMERGI�[I�QE]�IRGSYRXIV�MWWYIW�[MXL�GSRZIVKIRGI��8LI]�GER�FI�EQIRHIH�F]
YWMRK�PEVKIV�QMRMFEXGLIW�SV�F]�W[MXGLMRK�XS�ER�MQTVSZIH�IWXMQEXI�JSV� ��=SKM�SJJIVW�WYGL�ER�EPXIVREXMZI�

7YQQEV]

(IQSW

(IQSW

7MQTPI�UYIWXMSRW�JSV�HIITIV�YRHIVWXERHMRK

���)\TIVMQIRX�[MXL�HMJJIVIRX�PIEVRMRK�VEXI�WGLIHYPIW�JSV�7+(�ERH�[MXL�HMJJIVIRX�RYQFIVW�SJ�MXIVEXMSRW��-R�TEVXMGYPEV�
TPSX�XLI�HMWXERGI�JVSQ�XLI�STXMQEP�WSPYXMSR� �EW�E�JYRGXMSR�SJ�XLI�RYQFIV�SJ�MXIVEXMSRW�

���4VSZI�XLEX�JSV�XLI�JYRGXMSR� �EHHMRK�RSVQEP�RSMWI�XS�XLI�KVEHMIRX�MW�IUYMZEPIRX�XS
QMRMQM^MRK�E�PSWW�JYRGXMSR� �[LIVI� �MW�HVE[R�JVSQ�E�RSVQEP
HMWXVMFYXMSR�

(IVMZI�QIER�ERH�ZEVMERGI�SJ�XLI�HMWXVMFYXMSR�JSV� �
7LS[�XLEX�XLMW�TVSTIVX]�LSPHW�MR�KIRIVEP�JSV�SFNIGXMZI�JYRGXMSRW� �JSV� �

���'SQTEVI�GSRZIVKIRGI�SJ�7+(�[LIR�]SY�WEQTPI�JVSQ� �[MXL�VITPEGIQIRX�ERH�[LIR
]SY�WEQTPI�[MXLSYX�VITPEGIQIRX�

���,S[�[SYPH�]SY�GLERKI�XLI�7+(�WSPZIV�MJ�WSQI�KVEHMIRX��SV�VEXLIV�WSQI�GSSVHMREXI�EWWSGMEXIH�[MXL�MX
�[EW
GSRWMWXIRXP]�PEVKIV�XLER�EPP�SXLIV�KVEHMIRXW#

���%WWYQI�XLEX� ��,S[�QER]�PSGEP�QMRMQE�HSIW� �LEZI#�'ER�]SY�GLERKI� �MR�WYGL�E�[E]
XLEX�XS�QMRMQM^I�MX�SRI�RIIHW�XS�IZEPYEXI�EPP�PSGEP�QMRMQE#

7XSGLEWXMG�+VEHMIRX�(IWGIRX�I\IVGMWIW

https://bl.ocks.org/EmilienDupont/aaf429be5705b219aaaf8d691e27ca87


ɨ

���1SHMJ]�XLI�FEXGL�WM^I�ERH�PIEVRMRK�VEXI�ERH�SFWIVZI�XLI�VEXI�SJ�HIGPMRI�JSV�XLI�ZEPYI�SJ�XLI�SFNIGXMZI�JYRGXMSR�ERH
XLI�XMQI�GSRWYQIH�MR�IEGL�ITSGL�

���6IEH�XLI�1<2IX�HSGYQIRXEXMSR�ERH�YWI�XLI� ������� �GPEWW� ���ɏ��������ɏ���� �JYRGXMSR�XS�VIHYGI�XLI�PIEVRMRK
VEXI�SJ�XLI�QMRMFEXGL�7+(�XS������SJ�MXW�TVIZMSYW�ZEPYI�EJXIV�IEGL�ITSGL�

���'SQTEVI�QMRMFEXGL�7+(�[MXL�E�ZEVMERX�XLEX�EGXYEPP]�WEQTPIW�[MXL�VITPEGIQIRX�JVSQ�XLI�XVEMRMRK�WIX��;LEX
LETTIRW#

���%R�IZMP�KIRMI�VITPMGEXIW�]SYV�HEXEWIX�[MXLSYX�XIPPMRK�]SY��M�I���IEGL�SFWIVZEXMSR�SGGYVW�X[MGI�ERH�]SYV�HEXEWIX
KVS[W�XS�X[MGI�MXW�SVMKMREP�WM^I��FYX�RSFSH]�XSPH�]SY
��,S[�HSIW�XLI�FILEZMSV�SJ�7+(��QMRMFEXGL�7+(�ERH�XLEX�SJ
KVEHMIRX�HIWGIRX�GLERKI#

1MRMFEXGL�WXSGLEWXMG�KVEHMIRX�HIWGIRX�I\IVGMWIW

ɨ

���9WI�SXLIV�GSQFMREXMSRW�SJ�QSQIRXYQ�L]TIVTEVEQIXIVW�ERH�PIEVRMRK�VEXIW�ERH�SFWIVZI�ERH�EREP]^I�XLI�HMJJIVIRX
I\TIVMQIRXEP�VIWYPXW�

���8V]�SYX�+(�ERH�QSQIRXYQ�JSV�E�UYEHVEXMG�TVSFPIQ�[LIVI�]SY�LEZI�QYPXMTPI�IMKIRZEPYIW��M�I���
��I�K��� ��4PSX�LS[�XLI�ZEPYIW�SJ� �HIGVIEWI�JSV�XLI�MRMXMEPM^EXMSR� �

���(IVMZI�QMRMQYQ�ZEPYI�ERH�QMRMQM^IV�JSV� �
���;LEX�GLERKIW�[LIR�[I�TIVJSVQ�7+(�[MXL�QSQIRXYQ#�;LEX�LETTIRW�[LIR�[I�YWI�QMRMFEXGL�7+(�[MXL

QSQIRXYQ#�)\TIVMQIRX�[MXL�XLI�TEVEQIXIVW#

1SQIRXYQ�7+(�I\IVGMWIW

ɨ

���4VSZI�XLEX�JSV�ER�SVXLSKSREP�QEXVM\� �ERH�E�ZIGXSV� �XLI�JSPPS[MRK�LSPHW�� ��;L]�HSIW
XLMW�QIER�XLEX�XLI�QEKRMXYHI�SJ�TIVXYVFEXMSRW�HSIW�RSX�GLERKI�EJXIV�ER�SVXLSKSREP�GLERKI�SJ�ZEVMEFPIW#

���8V]�SYX�%HEKVEH�JSV� �ERH�EPWS�JSV�XLI�SFNIGXMZI�JYRGXMSR�[EW�VSXEXIH�F]����HIKVIIW��M�I���
��(SIW�MX�FILEZI�HMJJIVIRXP]#

���4VSZI�+IVWGLKSVMR�W�GMVGPI�XLISVIQ�[LMGL�WXEXIW�XLEX�IMKIRZEPYIW� �SJ�E�QEXVM\� �WEXMWJ]�
�JSV�EX�PIEWX�SRI�GLSMGI�SJ� �

���;LEX�HSIW�+IVWGLKSVMR�W�XLISVIQ�XIPP�YW�EFSYX�XLI�IMKIRZEPYIW�SJ�XLI�HMEKSREPP]�TVIGSRHMXMSRIH�QEXVM\�

#
���8V]�SYX�%HEKVEH�JSV�E�TVSTIV�HIIT�RIX[SVO��WYGL�EW��RYQVIJ� ���ɏ����� �[LIR�ETTPMIH�XS�*EWLMSR�12-78�
½��,S[�[SYPH�]SY�RIIH�XS�QSHMJ]�%HEKVEH�XS�EGLMIZI�E�PIWW�EKKVIWWMZI�HIGE]�MR�PIEVRMRK�VEXI#

%HEKVEH�I\IVGMWIW

ɨ

���;LEX�LETTIRW�I\TIVMQIRXEPP]�MJ�[I�WIX� #�;L]#

6174VST�I\IVGMWIW

https://en.wikipedia.org/wiki/Gershgorin_circle_theorem


ʧ �W GSQTPIXIH�EX������

���6SXEXI�XLI�STXMQM^EXMSR�TVSFPIQ�XS�QMRMQM^I� ��;LEX�LETTIRW�XS�XLI
GSRZIVKIRGI#

���8V]�SYX�[LEX�LETTIRW�XS�6174VST�SR�E�VIEP�QEGLMRI�PIEVRMRK�TVSFPIQ��WYGL�EW�XVEMRMRK�SR�*EWLMSR�12-78�
)\TIVMQIRX�[MXL�HMJJIVIRX�GLSMGIW�JSV�EHNYWXMRK�XLI�PIEVRMRK�VEXI�

���;SYPH�]SY�[ERX�XS�EHNYWX� �EW�STXMQM^EXMSR�TVSKVIWWIW#�,S[�WIRWMXMZI�MW�6174VST�XS�XLMW#

ɨ

���%HNYWX�XLI�ZEPYI�SJ� ��;LEX�LETTIRW#
���7LS[�LS[�XS�MQTPIQIRX�XLI�EPKSVMXLQ�[MXLSYX�XLI�YWI�SJ� ��;L]�QMKLX�XLMW�FI�E�KSSH�MHIE#
���-W�%HEHIPXE�VIEPP]�PIEVRMRK�VEXI�JVII#�'SYPH�]SY�¦RH�STXMQM^EXMSR�TVSFPIQW�XLEX�FVIEO�%HEHIPXE#
���'SQTEVI�%HEHIPXE�XS�%HEKVEH�ERH�617TVST�XS�HMWGYWW�XLIMV�GSRZIVKIRGI�FILEZMSV�

%HEHIPXE�I\IVGMWIW

ɨ

���%HNYWX�XLI�PIEVRMRK�VEXI�ERH�SFWIVZI�ERH�EREP]^I�XLI�I\TIVMQIRXEP�VIWYPXW�
���'ER�]SY�VI[VMXI�QSQIRXYQ�ERH�WIGSRH�QSQIRX�YTHEXIW�WYGL�XLEX�MX�HSIW�RSX�VIUYMVI�FMEW�GSVVIGXMSR#
���;L]�HS�]SY�RIIH�XS�VIHYGI�XLI�PIEVRMRK�VEXI� �EW�[I�GSRZIVKI#
���8V]�XS�GSRWXVYGX�E�GEWI�JSV�[LMGL�%HEQ�HMZIVKIW�ERH�=SKM�GSRZIVKIW#

%HEQ�I\IVGMWIW

ɨ


